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0 Das syntakische Monoid

0.1 Notation
N={1,2,...}

No ={0,1,2,...}
Z={..,-1,01,...}

3: Endliches Alphabet

>*: Menge aller Worter ibex: (genannt: das freie Monoid UbE)
A: Das leere Wort Haufige, 1,. ..

|v|: Die Lange des Wortes |A| :==0, |za| == |z| + 1
#.(x): Haufigkeit des Auftretens vanin x

#a(x) = [{(21,22) € * x X*|x1022 = )}
(ist Morphismus voi* nachN)
2\L:={ylrye L} L\e :={ylyzr € L} \\L=L=L/\

0.2 Automaten

Wir wiederholen den Automatenbegriff, fordern aber niéhtder die Endlichkeit der
Zustandsmenge.

Definition 1.
a.) Ein Automatist ein Konstrukd = (Q, 3, 9, qo, F') mit:

Q: Die Menge der Zustande

3): Das Eingabealphabet

5. Q x ¥ — @Q: Die Ubergangsfunktion
qo € Q: Der Startzustand und

F C Q: Die Endzustande
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b.) 6 wird in Ublicher Weise fortgesetzt zu einer Abbildungpzu Q x ¥* — @
vermdgey*(q, A) := qundé*(q,za) := §(6*(q, z), a)

Die alternative Mdgichkeit 6* (g, az) := §*(d(q, a), ) ist dazu aquivalent:

dann gilt: 6*(q, z1, x2) = 07(6"(q, 21), ©2)Vq, 21, 22

c.) Die Akzeptierte Sprachst L(A) := {z € ¥*|0*(qo,z) € F}
Furg € QistL,(A) := {x € ¥*6*(¢,x) € F'} die Leistung von q.

JedesL C ¥*wird von einem Automaten erkannt:

Konstruktion 2.  Zj, := (¥*,%,4, A\, L) mitd(z,a) := za
Grdsstmdoglicher Automat - kleinster interessiert mehr
Beispiel 1.

L, := a*b* Der endliche Automatl(L ) ist eine "Abkirzung” des folgenden unend-
lichen Baums:

a

Abbildung 1: L4

Abbildung 2:~ Minimaler Automatl;
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Definition 3.
ZuL C ©* undz, y € ©* definierex £, y g.d.w. z\L = y\L gilt.
Wenn also gilt¥ ey 2z € L & yz € L.

Behauptung 4.
EL ist eine Rechtskongruenz, also eine Aquivalenzrelati@nzdsatzlich erfiillt:

R R
Va2 T ~LY = T2~ Y2

Firz € ¥* seifz]® := {ylz £, y} die Aquivalenzklasse von x.

Beispiel 2. Fortsetzung vord fir
L = a*b*: ELI hat die drei Klassen

a*,firz € a* gilt x\ L1 = L4,

a*b™, furx € a*bt gilt £\ Ly = b*,

a*bta{a,b}* furx € a*bTa{a,b}* gilt 2\L, = &
EsqiltLy = [a]}, U [B]F,
BemerkungZ! ist keine Linkskongruen: ﬁLl a aber b o%Ll ba
Beispiel 3.
Ly ={w € {a,b}"|#a(w) = #s(w)}

ELQ hat folgende Klassenstruktur:

2R,y 9.dW. #a(z) — #(2) = #aly) — #(y)

Es gibt also folgende Klassen fiir jedies Ny:
(@), = {al#a(2) — #o(2) = i}.
Fur s € [a']f, istdanna\ Ly = {y € {a, b}"[#a(y) — #s(y) = —i}

BIE, = {altae) — #o(2) = —i}
Furz € [b]F gilt 2\ Ly = [a] ]},
Esgilt Ly = [\|F

5L2 ist auch eine Linkskongruenz.

Beispiel 4.

L3 = {a”b”|n Z 0} = L1 n LQ

5L3 hat folgende Klasser‘ltruktur:‘ o

Fari > 0gilt: [a"]F, = {a’} unda™\Ls = {a’b"*7|j > 0},
[aT10]F, = {a™7b7]j > 1} und fire € [o"T10]F, gilt 2\ Ly = {b7}
und der 'Rest’:

PIF, = la9balf, = b,
Furz e [b)F, gilt 2\Ls = 2.

R . . R R
~,, ist also im Kreuzprodukt votr,, und~, enthalten
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4b* @ ) @ ab aab aaab
aabb aaabb

aba baaa
Rest { b ba baa L
— | —
-3 -2 -1 0 +1 +2 +3

Abbildung 3: Rechtsklassen vdry
EsgiltLs = [\|}, U [ab]{,

Feststellung: 5.
Fir eine Sprché, C ¥* und ein Wortr € ¥* sind folgende Aussagen aquivalent:

a) [@lf C L
b)xzel

c)z]fnL+£o

Beweis 6.

"a = b= " trivial

"c=a" Seiy € [z]F:zu Zeigeny € L
Nach Voraussetzung existiert eihe [z]% N L
Wegeny’' € L gilt: A € yAL

Wegery % r, 3/ gilt: )\ L = y'\L

Also\ € y\L mithiny € L 5

Die syntaktische Rechtkongruenz einer Spratheeschreibt einen Automaten fir
L wie folgt.

Konstruktion 7. Definiere Ay, = (Q,%, 9, qo, F)
FurL C ¥*
vermoge
Q = {[z]f|z € *} = {2\L|z € "}
A[2]E, a) := [za]® ~ A\(2\L, a) := za\L
g0 := [N = qo := M\ L(=0)
F:={[z]flz e L} ~ F :={a\L|x € L} = {z\L|\ € 2\L}
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"Claims:” (ohne Beweis)
- ¢ ist wohldefiniert
-L(AL) =L

- <L Uberstrapaziert>

Ay ist der 'kleinste’ Automat und’, der grésste, dek akzeptiert:

Satz 8.

Wird L C ¥* akzeptiert von einem AutomatBn= (Q’, %, &', ¢, F') der nur erreich-
bare Zustande hat, so gilt:

a.) Es gibt eine surjektive Abbildung Q' — {[z]¥|z € ©*}, die erfullt:
Voeq Ly (B) = Lg(q’)(AL)

b.) Es gibt eine surjektive Abbildung: ©* — Q’, die erfillt:

Ay hat also die kleinstmdgliche Zustandsmenge gpdlie grosstmaogli-
che

Lemma 9.

Fir (jeden Automateny = (Q', X, &', qo, F’) und fur jedes € X* gilt:
L (go,0)(B) = 2\ L(B.)

Beweis 9.

Yy e Lé’*(qo,r) (B) ~
6" (qo,zy) € F &
&

xy € L y € z\L.

Beweis 8.

a.) Ist¢’ € Q' erreichbar durche € ¥*, alsoq’ = §™*(¢{, x), so definiere

9(¢) =[]}

— g ist wohldefiniert: Isti(¢(, =) = §*(q{,, y), S0 gilt nach Lemma 9:
#\L = y\L. Also[z]} = [y|}.

— g ist surjektiv. Istr € ¥* so gilt: [z]F = g(6"* (¢}, z))-

— Ly(B) = Lyq(Ar) folgt aus Lemma 9:
Ly (B) = L+ (g ,2)(B) = #\L = Li)r(AL)

b.) Furz € ¥* setzef (z) := 0" (¢(, x).
Gemaéss Voraussetzung ulgeist f surjektiv. Aus Lemma 9 folgt:
L.(Z1) = z\L = Ls~(q}, z)B wobeig, = f()\) zu beachten ist
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Korollar 10.
L ist genau dann regular, weﬁ% endlichen Index hat , also endlich viele Klassen
hat.

Beweis 10.
Ist L von einem endlichen Automaté&hakzeptiert, so ist nhach Satz 8 a) der Index

von EL beschrankt durch die Anzahl der Zustande ¥ist umgekehr3 endlich, so
liefert Konstruktion 7 einen endlichen Automaten, dleakzeptierts

Die nicht vervollstandigten minimalen Automaten flis und L3 haben folgende
Gestalt:

— L EN ‘ [ o ) [
b b b v b
b= -1

am+1

Abbildung 4: Minimaler Automat fUlL

Abbildung 5: Minimaler Automat fUlL3
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0.3 Monoide

Ein Monoid M = (M, -, e) besteht aus einer Tragermenife(meist identifiziert mit
M), einer assoziativen Verkniipfungnd einem Netralen Elemeat

Beispiel 5.
- (Np,+,0) : die Naturrlichen Zahlen (mit 0) mit Addition
- (N, -, 1) : die Naturlichen Zahlen (mit 0) mit Multiplikation
- (X%, -, ) : das freie Monoid UibeE*

Definition 11.

Eine Sprachd, C ¥* wird von einem Monoid/ = (M, -, e) erkannt, wenn es einen
Homomorphismug : ¥* — M und eine ("akzeptierende”) Teilmendgé C M gibt
mit L = p~1(E).

Konstruktion 12.
Aus einem Automatenl = (Q, X, §, qo, F'), der eine Sprach® = (.A) akzeptiert,
lasst sich ein erkennendes MonditH, ¢, E') konstruieren und umgekehrt:

"=" SeiM = {f:Q — Q|f ist Abbildung}. M ist Monoid mit der Verkniipfung
f-9(q) == g(f(qg)) und der Identitéae(q) := ¢ als neutral Element.
Setze weitelr := {f € M|f(q) € F}.
Definiere nunp : ¥* — M vermogep(z) := 0* (-, x) alsop(z)(q) := §* (g, w).
 ist Homomorphismusp(viv2)(q) = 6*(q, v1ve) = §*(6*(q,v1),v2) =
p(v2)(p(v1)(q)) = (p(v1) - p(v2))(q)-
DannistL(A) = ¢~ 1(E) wegenz € L(A) & §*(qo,z)inF & ¢(z) € E &
x € (E)

Bemerkung
Das so konstruierte Monoid heisst das Transformationsidates Automatetd

"<" Ist L = p~1(F),F C M, so konstruiere folgende Automaten:
A= (Q,%,0,q, F) vermbge
Q =M, d6(m,a) :=m-p(a), g :=pA)undF = E.
Induktiv Uber|z| beweisst man dan,,c p/V,ex+ 0*(m,z) = m - ().
Dannisty~!(E) = L(A) wegen:
r € L(A) & 6 (q0,2) €EF < o) =9\ -p(z) e Es x € p Y (E)a

Bemerkung

Eine Sprache ist genau dann regular, wenn sie von einenthedIMonoid erkenn-
bar ist.

Jeded. C ¥* wird von dem freien Monoid* mit dem Homomorphismug(a) = a
(Identitat) und der akzeptierenden Mengén= L erkannt. Dieses ist das feniste Mo-
noid , dasL erkennt. Im weiteren suchen wir nach dem grébstméglichenditbzur
Erkennung von L.
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Definition 13.

Fur L C ¥* wird die syntatkische Kongruenz Zuerklart, vermoéger ~ y g.d.w.
V.en-zz\L = zy\L, also g.d.w.

Vi veswzaz' € L & zyz' € L.

Behauptung 14.
~, ist eine Kongruenzrelation, also eine Aquivalenzrelatitis zuséatzlich erfillt:
vw7y77w/,y’x ~L ' A Yy~rL y/ = TY ~L x’y’.
Furz € ¥~ seifz], := {y € ¥*|z ~1, y} die Kongruenzklasseon x.
Es giltimmerz ~;, y = = ~% y und dahefz], C [z]%.

Fortsetzung der Beispiele:

Beispiel 6. L; = a*b* ~,, besitzt folgende Klassen:

- M, = {A}
- [a’]Ll =at
- [b]Ll =bt

- [ablp, = atbT
- [ba]r, = {a,b}*ba{ab}*
Esqit L= [)\]L U [a]Ll U [b]Ll @] [ab]Ll

sowie [d]f = [3\]L1 Ula]r,
und  [B]% = [b]L, U[ab]L,

o

Beispiel 7. Ly = {z € {a,b}*|#a(x) = #(2)}
Da L, kommutativ ist, alsqzy € L < yz € L) simmt~ mit ~, Uberein. Es
ergibt sich also die gleiche Klassenstruktur.

Beispiel 8. L3 = {a™b™|n > 0} = L; N Ly ~p, besitzt folgende Klassen:
- [Alr; = {\} und flr: > 1:
- [0']1, = {a'}
<[], = {b'}
- [a0], = {a"V]j > 1}
- [ab™]p, = {a’b"tI|j > 1} sowie
- [ba] = {a,b}*ba{a,b}*

~ 1, lasst sich in dem Produki{ Schnitt) von~, und~, einbetten.
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2*

N Pl B BN

a"’b"\.. abb ab aab /

aba
-2 -1 0 +1 +2

Abbildung 6: Syntaktische Klassen vadn
Die untere Zeile bildet eine Klasse im Mondigd

Es gilt also:
- [0}, =[], furi > 0und
- [@**1b] = [a*T1b] L, SOWie

- [balZ, = [bal, U U b2, U U [ab™ L,

i>1 i>1
Feststellung 14. Entsprechendes gilt auch féuy .
Feststellung 15.
Folgende Aussagen sind aquivalent:
a)lz]lr €L
b)xel
Cc)zleNL#£Y
Behauptung/ Definition 16.
Die Menge der Kongruenzklasséfy, := {[z]; |z € £*} bildet mit der Multiplika-

tion [z, - [y]r := [zy]r und dem neutralen Eleme\] ;, ein Monoid, das sogenannte
syntaktische Monoidon L: M,

Beweis 16.

Wohldefiniertheit: Istt ~1 2’ undy ~p 3’ so folgtzy ~p zy’ aus der Behauptung
16.

Die Assoziativitat folgt aus der Assoziativitt der Korgtion in¥*, genauso die
Neutralitét von[\| .. o
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Fortsetzung der Beispiele

Beispiel 9.
M, hatfolgende Multiplikationstafel:

A | a b ab 9

a |a ab ab

b g b %) %]

ab | @ ab @ ©

%) g o %) %]
Beispiel 10.

M, istisomorph zur Gruppe der ganzen Zahlen{ +1,b ~ —1, A ~ 0)

Beispiel 11.
M, hat folgende Multiplikationstafel:
A a bt atih abtt %)
i it al "Ly i > i+ a" Ty i >
“ “ ab=H < ¢ ab =i < @
b 1% biti' & & &
) i’—i—l—lb, TN
41 a 21 >
a b| o abi—i 1 < 6] 6] 6]
abitl | & abi Titl & o o
%] %] %] %) %) %)

Bemerkung 17.

. . L Er =M
Die Abbildungny, : { v — (1)1
L.Mit E;, =z (L) = {[z].|z € L} giltdannL = ;' (EL); L wird also von seinem

syntatkischen Monoid erkannt. Ohne Beweis.

heisst desyntaktische Homomorphismusn

Satz 18.

L C ¥* ist genau dann von einem Monit erkennbar, wenn es ein Untermonoid
M’ C M und einen surjektiven Homomorphismiis: M’ — M, gibt, dern,
"zerlegt”, dass also ein Homomorphismuys: ¥* — M’ existiert mitn;, = ¢ o ¢
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5 N Y
n, v
M,
Abbildung 7:
Beweis 18.
"

Gilt L = ¢~ (FE) fur einen Homomorphismys: ¥* — M und einE C M, so setzt
M= p(E).

Dann isty surjektiver Morphismug : ¥* — M’.

Istm € M’, alsom = ¢(z) fur einz € ¥*, so definiera)(m) := n(z)

Behauptung:
1 ist wohldefiniert:
Istm = ¢(x) = ¢(y) so giltfirallez, 2’ € ¥* p(zxz2’') = ¢(zyz’)

wg ¢ homomorph

Alsozzz € L & p(za2') € E < p(zyz)) € E zy2’ € L
Also 1z, (z) = 1. (y)-

Behauptung:

1 ist Homomorphismus:

Istm = ¢(x) undm’ = ¢(y) so gilt:

P(m-m') = ¥(p(x) - o(y)) = (e(zy) = nelzy) = (@) -nuly) = Ple(z)) -
P(p(y)) = P(m) - (m’)

Behauptung:
1 ist surjektiv:
Fir (2], € (M) gilt Y(p(z)) = [2]1.

Behauptung:
n=@oy:
nr(x) = ¥(¢(x)) nach Definition von).

"
Istn, = o fureiny : M’ — My und einM’ C L, so setzel := o~ *(EyL)
[= (L)) danngiltp(E) = ¢~ (¢~ (EL)) = 0, (EL) = Lo
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Bemerkung 19.

a.) Motiviert durch Satz 18 sagt man ein Monold teile ein Monoid M (i.Z.
N < M), wenn es einM’ C M und einen surjektiven Homomorphismus
¥ : M’ — N gibt.

< als Abschlusseigenschaft

Wie in Satz 8:L. = »~!(E) und sind "alle Zustande” erreichbas
M = p(¥*), dann gibt es einen surjektiven Homomorphismus von
>* auf M, das aber ist schop.

b.) Genau wie in Korollar 10 folgt auch hier:
L C ¥* ist genau dann regular, wenyy, endlichen Index hat.

Satz 20.
Fur jede Sprachd, C X* ist das syntaktische Monoi#1 . isomorph zum Transfor-
mationsmonoid (vgl. Konstruktion 12) des minimalen Autiemd ;.

Formalsprachliche Operationen und das syntaktische Monal
Satz 21. Fir beliebige Sprachehq, Ly C ¥* gilt: My, nr, < M, X My,

Beweis 21.SetzeM' := {[z]L,, [*]r,|x € ¥*} C M, x M,
Definiere:p : M' — My, «x1, vermogep([z]Lr,[z]L,) = [*]L,nLs

Bemerkung 22.

-  ist wohldefiniert:
Seix ~r, yundz ~p, y zZU zeigent ~p, A, y:
Vz zz\L1 N Ly = za\ L1 N zx\ Ly = zy\L1 N zy\La = zy\L1 N Lo.
Also x ~LiNLsy Y-

- P ist Morphismus:cp([xy]Ll, [l’y]L2) = [my]leLQ = [m]LlﬁL2 ) [y]LlﬁL2 =
@([m]le [x]Lg) ) @([y]le [y]Lg)'

-  ist offenbar surjektivg

-  istim Allgemeinen nicht injektiv:
Bsp.:L1 = a*b* und Ly = {z € {a, b}*|#.(x) = #b(2)}.
Dann iSt([ba]Ll, [ba]Lg) # ([baa]Ll, [ba]Lg) aber[ba]LmL2 = [baa]leLQ.
Also erkenntM; x M, die Sprachd.; N Lo :
Definierey : ¥* — My x My durchy(z) := ([z]z,, [*]r,)
(damitL1 NLs=1o ’Q/J) undfk = {([{E]Ll, [x]L2)|x elin Lg}
DannistL; N Ly = ¢~ 1(E).

Séatzchen 23.
Isth : ¥* — II* ein Homomorphismus und C IT*, so gilt M, -1 () < M,

Beweis 23.Mit E := 5 (L) gilt n; ' (E) = L
alsoh™"(L) = h™' (. ' (E)) = (honL)(E).
Also erkenniM 7! (L) und dahetM, -1 (1) < Mr. o
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Satzchen 24.
Ist L C ¥* undx € %, so geltenM . < Mz und My, < M¢.

Beweis 24.

Setzel := {[z]r € M_ylax € L} undE" := {[z] € ML|za € L}.

Dann gelteru\ L = h; '(E')undL/a = h; ' (E").

Denna\L = {hylay € L} = {yllally] € E := hr(L)} = {y|ly] € E'} = hp ' (E').

]

Eine Charakteristik des syntaktischen Monoids

Beweis 24.

Definierey : M, — T(Ap) (T das Transformationsmonoid)
vermdégeip([z]r) := 0*(-, z).

Behauptungy ist ein Isomorphismus:

-  ist wohldefiniert:

Istz ~ y, S0 giltV,, ,,ex~:

2129 € L & z1y29 € L also

V., 212 Nf z1y also

Ve, 0% ([2]], 2) = [212]f = [21y] ] = 0*([=1) 1, y) also
6" (- x) = 0" ().

@ ist injektiv:

Istz = y so gilt:

3., 2122 €L & z1yze ¢ Lalso

3., [212] 8 # [21y] 8 und dami,, §* ([21] %, ) # 6% ([z1] %, y) mithin
e([217) # e([yl2)

-  ist offenbar surjektiv.

-  ist Homomorphismus:

o([zl2lyl2) = ¢([zyl2) = 6" (- 2y) = 0*(6*(,2),y) =
o([z]2) - ¢([yl2)
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0.4 Beziehungen zwischen Familien formaler Sprachen und Me
gen von Monoiden

Eine MengeM von Monoiden heisst eine Varietdtenn sie abgeschlossen ist unter
endlich direkten Produkten und unter Teilerbildung, dshiMf € M und M’ < M,
so gilt M’ € M.

Beispiele von Varietéaten:

- Die endlichen Monoide

- Gruppen

- Kommutative Monoiddab = ba)
- Idempotente Monoidéa? = a)

Eine nichtleere Familie von Sprachen heisst Varjei#nn sie abgeschlossen ist
unter folgenden Operatoren auf Sprachen:

- U, N;— (bool'sche Abgeschlossenheit)
- L—h (L)
- L — a\L,L — L/a (Schreibweise haufig—'L, La=1')

Mitteilung: 25.

1.) Varietaten formaler Sprachen und Varietaten von Mosw&tehen in einer Eins-
Zu-Eins-Beziehung.

2.) Monoidvarietaten lassen sich durch Gleichungen chierigieren.

Bsp.: ab = ba: Kommutativitéat
a?=1 Idempotenz
a® =¥l Aperiodik

Definition 26.

Die Menge der Zahlerfreien (reguldaren) Sprachen ist diendi aller Familien von
Sprachen, die alle endlichen Sprachen enthalt und abgesséh ist unter bool'schen
Operationen und Konkatentaion.

Mitteilung: 27.
Folgende Aussagen sind fiir eine Spraéh€ X* aquivalent:
a.) L ist zahlerfrei.
b.) My enthélt keine Gruppe als Teilmenge

¢.) L wird von einer pradikaten logischen FormeE FO[<] erkannt.

Gbsp:Parity := {x € {a,b}*|#.(x) = Omod2}
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Bsp.: VaVyx <y = Qu(zr)V Qu(y) = a*db*
a* = @b und entsprechenig
M, gruppenfreiy,, Vi i [z¥] = [+ = [2FFm] = [ghtmTL

0.5 Endlich beschreibbare unendliche Automaten
Ansatz kontextfreie Grammati& = (N, T, P,S) in Greibach-NormalformP C
N x (TUTN UTN?)

Betrachte nichtdeterministischen Automatén= (N*,T,6, S, A) mit 6(Aa, a) =
BawennA — af € P.

Beispiel 12.
G = (N,{a,b}, P, S)
N ={S},P={S — aSSa, S — b} L(G) =Lukasievicz-Sprache

a
o
b

Abbildung 8: Lukasievicz

Problem:
Leerer Keller impliziert Stop; deterministisch nur préafeie Sprachen erkennbar.

Definition 28.

Ein Prafixautomat ist ein Automat / 5-Tupel= (N*,%,6, 5, E) mit S € Nt und
(N2UN) x ¥ - (N?U N), einer (deterministischen) Ubergangsfunktion.
§:(N2UN)x X » (N2UN)

VaV.V5 [6(A, a) undefiniert odeb (AB, a) undefiniert]

P induziert einen (deterministischen) Automaten:
AP)=(Q =Nt U{F}%,0,5,F:=EoN*)mitd: N* x E — N*, definiert
vermoge:
d(Aaya) = n(A,a)a wenn(A,a) € DFg bzw.§(ABa,a) = n(AB,a)a wenn
(AB,a) € DFg fir o € N*.

Wir betrachten also Kellerautomaten ohne Zustinde, dieekeiUbergénge auf-
weisen. Sehen wir die unendliche Menge der Kellerinhakezalstandsmenge an, so
haben wir es mit einem Spezialfall der unendlichen Automgtmass Definition 1 zu
tun.
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Beispiel 13.
1.) Der obige Automat wird dann Z$,a) — S5, (55,b) — S, (S#,b) — SS

2) Ly = {x € {a,b}*|#.(x) = #(2x)} wird von folgendem Prafixautomaten

erkannt;
= ({4, B, #},{a, b}, n, #) mitn:
(#,a0) = A#, (#,b) > B#
(A,a) - AA, (B,b) — BB
(BB,a) - B (AA)b) —
(B#,a) = #  (A#,b) — #

Der sich ergebende "unendliche” Automat stimmt tit, Uberein

Abbildung 9: entsp. Prafixautomat

Frage:

Wann stimmtAp mit Ay, Gberein?
Hinreichende Bedingungen av;,, die Existenz eines Prafix-Automaten
implizieren.

0.6 Konstruktion eines (i.A. unendlichen) Monoids aus ein@a Pra-
fixautomaten

ZuP = (N,%,4,S, E) betrachte als Grundmengé' N+, wobeiV := {A|A € N}
eine Kopie von N sei. Elemente des zu konstruierenden Manbigh werden gewisse
"erreichbare” endliche Teilmengen VoW N sein.

Ziel ist weiterhin die Konstruktion eines Epimorphismps >* — Mp. Anschau-

liche Bedeutung voim B¢ ¢(x) wird sein, das$P? aus dem Kellerinhaltv (+ evtl.
der Rest, der nicht gelesen wird) unter Lesen des Eingaleswoder Kellerinhalts
entsteht.

Also 6*(a, x) = .

Auf MengenX,Y C NN+ definieren wir dazu folgende assoziative Verknupfung:

XOvYy = {aa’ 77|35€NJr aﬂeXﬂa WEY}U
{oz7777|5|66N+ anﬁeXﬁneY}

Definiere die Abbildunge zunachst nur auf : ¢(a) := {@ E |0(r, @) = B}
Sei nunMy die Menge allerx € NN+, die von denp(a), a €  mit O erzeugt
werden. (M p ist das gesuchte Monoid.) Dann lasst sjchindeutig fortsetzen (dg*
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frei) zu einem Epimorphismus von* aud M p

Setzt mank := {z € Mp|Ja € FN*: 5 ae X} so gilt:

L(P) = ¢~ 1(E).

DennS ae X} = ¢(z) bedeutet* (S, z) = o € FN*, alsox € L(P).
DaherML(p) < Mp

Beispiel 14.

- Ist P ein endlicher Automat, alsg : N x ¥ — N, so istMp isomorph zum
Transformationsmonoid vaAp

- Das MonoidMp zur Lukasiewicz-Grammatik stimmt mit dem syntaktischen Mo
noid Uberein.

Genauer: ist isomorphp ist injektiv.

- Das MonoidMp zur Sprachel, = {z € {a,b}*|#.(z) = #u(x)} stimmt
nicht mit dem syntaktischen MonaM ;,, = Z Uberein.

Bemerkung: 29.

Schneidet man in der Definition vavp und O alles mit(N U N°)(N U N2)
(dann alles endlich), so it nicht mehr assoziativ. Statt eines unendlichen Monoids
erhélt man ein endliches Gruppoifl.ist kontextfrei, g.d.w.L "erkennbar” ist durch
ein endliches Gruppoid!

Kein Homomorphismus! Was isi(z o y)? — nicht definierte Menge!
Fazit: Viele, viele offene Fragen; z.B. Tool (wie Amore) fi£.(1) Spra-
chen.

Anmerkung:

Fir kontextfreie Sprachen ist i.A. weder die syntaktiscloaduenz noch die syn-
taktische Rechtskongruenz entscheidbar. Folgt direkdausJnentscheidbarkeit des
Aquivalenzproblems: Mit kontextfreien Sprachenund L, ist auchL := $L,U ¢ Lo
kontextfrei. Hierbei seiefi undf zwei "neue” Symbole, dann gilt offenb&i ¥ = [+ £
g.dw.L; = Ly ist.

Problem ’'Stetigkeit’

Vp Z/p.Z < Z uberp(n) == m mod p.

Dann istKep = p.Z: unendlich, nicht zusammenhangend.

Bei unendlichen Monoiden scheint eine Beschrankung deglarten Mengen nétig
Zu sein~ Stetigkeit.

Beispiel 15.

Ly = (Z;{0}) hat syntaktisches Monold mit der akzeptierenden Mende

MAJ = {x € {a,b} " |#a(x) — #b(z) > 0} ~ (Z,N)

Evenlengthi,(z) — #,(xz) = 0 mod 2 = ({a, b}*) hat syntaktisches Monold/27Z



